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(c) Quick Sort

o Termasuk pada pendekatan sulit membagi,
mudah menggabung (hard split/easy join)

e Tabel Adibagi (istilahnya: dipartisi) menjadi
Al dan A2 sedemikian sehingga elemen-
elemen Al £ demen-elemen A2.
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Teknik mem-partisi tabdl:
(i) pilihxT { A[1],A[2], ..., A[n] } sebagai pivot,
(i1) pindal tabel dari kiri sampal ditemukan A[p] 3 X
(111) pindal tabel dari kanan sampal ditemukan A[q] £ X
(iv) pertukarkan A[p] U A[q]
(v) ulangi (ii), dari posisi p + 1, dan (iii), dari

posisi g — 1, sampa kedua pemindaian
bertemu di tengah tabel



Contoh 4.6. Misakan tabel A beris e emen-elemen berikut:
8 1 4 6 9 3 5 7

L angkah-langkah partisi:

i 8 1 4 |6| 9 3 5 7

® -
()& Gi) 8 1 4 6 9 3 5
-p -q

\l

(iv): ? 1 4 6 9 3 ? 14
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()& @i 5 1 4 6 9 3 8 7

(iv): 5 1 4 % 9 ? 8 7

® =
(i) & (iii); 5 1 4 3 9 6 8 7
-q  -p (g<p, berhenti)

Hasi| partisi pertama:

Kiri: 5 (<6)
kanan: 9 6 8 7 (2 6)
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-p - -p

p>q|, berhenti p>q, berhenti
4/ 5 7 8/ 9
-q  -p -q  -p
p>q p>(Q
4 5 7 8 9

(terurut)



Pseudo-code Quick Sort:

procedure Qui ckSort (i nput/output A : Tabellnt, input i,j: integer)

{ Mengurutkan tabel Ali..j] dengan algoritm Quick Sort.
Masukan: Tabel Ali..j] yang sudah terdefinisi el enen-el enennya.

Kel uaran: Tabel Ali..j] yang terurut nenaiKk.
Dekl ar asi
kK : integer
Al gori t ma:
if i <] then { Wkuran(A) > 1}
Partisi (A 1, j, k) { D partisi pada indeks k }
Qui ckSort (A, i, k) { Uut Ali..k] dengan Quick Sort }

Qui ckSort (A, k+1, j) { Uut A k+1l..j] dengan Quick Sort }
endi f




procedure Partisi (i nput/output A : Tabellnt, input i, j : integer,
output q : integer)

{ Menbagi tabel Ali..j] nenjadi upatabel Ali..q] dan Al q+1..j]
Masukan: Tabel A[i..j]yang sudah terdefinisi harganya.
Kel uaran upatabel A[i..q] dan upatabel A[q+l1l..j] sedeni ki an sehi ngga
el enen tabel Ali..q] lebih kecil dari elenen tabel Al g+1..j]

}
Dekl ar asi
pi vot, tenp : integer

Al gori t nma:
pivot = Al (i +j) div 2] { pivot = el enen tengah}
p - i
q - j
r epeat
while Al p] < pivot do
p- pt+1l
endwhi | e

{ Alp] >= pivot}

while A q] > pivot do

qg- q-1
endwhi |l e

{ Alg] <= pivot}

if p£qg then
{pertukarkan Al p] dengan A q] }

tenmp - Alp]
Alp] - Aldq]
Alq] - tenp
{tentukan awal peni ndai an beri kut nya }
p - p+1
q- q-1
endi f

until p > g



Cara pemilihan pivot:
1. Pivot = elemen pertama/elemen terakhir/elemen
tengah tabel

2. Pivot dipilih secaraacak dari salah satu elemen
tabel.

3. Pivot = elemen median tabel

11



Kompleksitas Algoritma Quicksort:

1. Kasus terbaik (best case)

o Kasusterbalk terjadi bilapivot adalah
elemen median sedemikian sehingga kedua
upatabel berukuran relatif sama setiap kali
pempartisian.
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a n=1

|
T(n)=j
1 2T(n/2)+cn ,n>1

Penyel esaian (seperti pada Merge Sort):

T(n) = 2T(n/2) + cn = na+ cn “og n=O(n “log n).
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2. Kasus terburuk (worst case)

o Kasusini terjadi bila pada setiap partisi pivot
selalu elemen maksmum (atau elemen
minimum) tabel.

o Kasus|ikatabel sudah terurut menaik/menurun

15
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Kompleksitas waktu pengurutan:

a n=1

T(n)= T(n-1)+cn ,n>1

—) — —

Penyelesalan (seperti pada Insertion Sort):

T(n) = T(h-1) + cn = O(n).
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3. Kasusrata-rata (average case)

o Kasusini terjadi jikapivot dipilih secara acak
dari elemen tabdl, dan peluang setiap elemen
dipilih menjadi pivot adalah sama.

* Tay(n) =0O(n“ogn).
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(d) Selection Sort

procedure Sel ectionSort (input/output A : Tabellnt, input i,j: i1nteger)

{ Mengurutkan tabel Ali..j] dengan algoritma Sel ection Sort.
Masukan: Tabel A[i..j] yang sudah terdefinisi el enen-el enennya.
Kel uaran: Tabel Ali..j] yang terurut nenaik.

}
Al goritnma:
if 1 <j then { Ukuran(A) > 1}
Bagi (A, 1, )
Sel ectionSort (A, 1+1, j)
endi f
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procedure Bagi (i nput/output A : Tablnt, input i,j: integer)

{ Mencari elenen terkecil di dalamtabel A[li..j], dan nenenpatkan
el enen terkecil sebagai el enen pertama tabel.

Masukan: Ali..j]
Keluaran: Ali..j] dengan A, adal ah el enen terkecil.

}
Dekl ar asi

Idxmn, k, tenp : integer

Al gorit ma:
I dxm n= |
for k=i+1 to jdo
i f Ak < Aidxrrinthen
i dxm n= k
endi f
endf or

{ pertukarkan A dengan A ., }
tenp- A

Ai_'Aidxm'n

Aidxm'n_'terrp
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Contoh 4.5. Misalkan tabel A beris elemen-elemen berikut:

4 12

3

9

1

21

S)

2

L angkah-langkah pengurutan dengan Selection Sort:

4 12 3 9 1 21 S 2 |
1112 3 9 4 295 2
1 |2|3 9 4 21 5 12
1 2|39 4 212 5 12
1 2 3 |49 22 5 12
1 2 3 4 |5 |21 9 12
1 2 3 4 5 |9 |12 22
1 2 3 4 5 9 |12/l 22
1 2 3 4 5 9 12 21
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Kompleksitas waktu algoritma:

| a n=1
%T(n- +cn ,n>1
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4. Perpangkatan a"

Misalkanal R dan n adalah bilangan bulat
tidak negatif:

am=axax..xa (nkal),jkan>0
=1 ,JiIkan=0
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Penyelesaian dengan Algoritma Brute Force

function Expl(input a, n : integer)®integer
{ Menghitung a", a > 0 dan n bilangan bul at tak-negatif

Masukan: a, n
Kel uaran: nilai perpangkat an.

}
Dekl ar asi

k, hasil : integer

Al gori t ma:
hasil =1
for k-1to ndo
hasi| = hasil * a
endf or

return hasil

Kompleksitas waktu algoritma:

T(n) =n=0(n)
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Penyelesaian dengan Divide and Conquer
Algoritma menghitung a"
1. Untuk kasusn =0, makaa" = 1.

2. Untuk kasus n > 0, bedakan menjadi dua
kasus lagi:
(i) jikan genap, maka a" = a2 xa"?
(ii) jikan ganjil, maka a" = aV2 xa"? xa

25



Contoh 4.6. Menghitung 3'° dengan metode Divide and Conquer :

316 — 38 »38 — (38)2
- ((324)22)22 2

- (((3 )1 % )2 2\ 2
= ((((3 )2)) ) g s
= (@) >9) )
= ((((1)2 ><23)2 )2 )")
= ((((3; Z)z) )
= (((9)2)2)
=(81)°)
= (6561)*
= 43046721
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function Exp2(input a

‘real, n

. integer) ® real

{ mengenbal i kan nilai a*n, dihitung dengan netode Divide and Conquer }

Al gori t ma:
if n=0then
return 1
el se

Xx- Exp2(a, n div 2)
if odd(n) then
return x * x * a
el se

return x * X
endi f
endi f

{ fungsi odd nenberikan true jika n ganjil }
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Kompleksitas algoritma:

| 0 ,Nn=0
T(n) =i o
i1+T(e/2) ,n>0
Penyelesaian:
T(n) =1+ T( &/20)

1+(1+T(én/ah) =2+ T(éavan)
2+ (1+T(én/80) =3+ T(&/8u)

k + T(en/2X()
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Persamaan terakhir diselesaikan dengan membuat n/2*=1,

n/29=1® log(n/2) =log1
logn—log2“=0
logn-klog2=0
logn=klog 2
k=logn/log2="4logn
sehingga

T(n) = &log n(+ T(1)
= &log nd+ 1 + T(0)
=&logni+1+0
= &logn( +1
=0 (“log n)
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5. Perkalilan Matriks

e Misakan A dan B dua buah matrik berukuran n
" n.

e Perkalian matriks. C=AxB

Elemen-elemen hasilnya: ¢, =a b, +ab, +---+ab, =aa,b
k=1

k ki



Penyelesaian dengan Algoritma Brute Force

function KaliMatriks1(input A B: Matriks, input n : integer)® Matriks
{ Menberi kan hasil kali matri ks A dan B yang berukuran n x n.
Masukan: matri ks integer A dan B, ukuran matriks (n)

Kel uaran: matriks C= A" B

}

Dekl ar asi
i, J, k : integer
C: Matriks

Al goritnma:
for i=1to n do
for j=1 to n do

G;-0 { inisialisasi penjunah }

o

for k = 1 ton do
G, G, +A* B
endf or
endf or
endf or
return C

K ompleksitas algoritma: T(n) = n°> + n°(n — 1) = O(n®).
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Penyelesaian dengan Algoritma Divide and Conquer

Matriks A dan B dibagi menjadi 4 buah matriks bujur sangkar.
Masing-masing matriks bujur sangkar berukuran n/2” n/2:

eAll Al2(, ¢B11 B12) ¢Cl11 Cl12y
€A21 A2 &B21 B2H &21 c22d
A B C
Elemen-elemen matriks C adalah:

Cll=Al1l1 xB11l + Al2 xB21
C12 = A1l xB12 + A12 xB22
C21 = A21 xB11 + A22 xB21
C22 =A21:Bl12 + A22:B22



Contoh 4.7. Misalkan matriks A adalah sebagai berikut:

D
w

4 8 16y
512108
1 2 34
9 0 -1f

>
[
D> D> CDI>\SD> N
o =

(Rﬁ
ol

Matriks A dibagi menjadi 4 upa-matriks 2 X 2:

3 4 8 16 45 1 0 3y
A11= 8 M app= €0 U o €0 M, € S
€1 Q2 10H €5 o €0 -1t



function KaliMtriks2(i nput A B: Mtriks,
{ Menberi kan hasil kali matri ks A dan B yang berukuran n x n.

Masukan: matri ks integer A dan B
Kel uaran: matriks C = A "~ B

}
Dekl ar asi

i, J, k : integer

All, Al2, A21, A22,

B11l, Bl12, B21, B22,

Cl1, C12, C21, C22 : WMatriks

Al goritma:
if n=1then

input n : integer) ® Matriks

ukuran matri ks (n)

return A~ B { perkalian biasa }

el se
Bagi A nenjadi All, Al2, A21,

berukuran n/2 ~ n/2
Bagi B nenjadi Bl1l, Bl12, B21,

berukuran n/2 = n/2

Cll - KaliMatriks2(All, Bl1,
Cl2 - KaliMtriks2(All, Bi12,
C21 - KaliMtriks2(A21, B11,
C22 - KaliMtriks2(A21, B12,

dan A22 yang masi ng- masi ng

dan B22 yang masi ng- nasi ng

n/ 2)
n/ 2)
n/ 2)
n/ 2)

return C { C adal ah gabungan Cl11,

endi f

Kal i Matri ks2( Al2,
Kal i Matri ks2( Al2,
Kal i Matri ks2(A22,

Kal i Matri ks2( A22,
Cl2, C13, Ci14 }

+
+
+
+

B21,
B22,
B21,
B22,

n/ 2)
n/ 2)
n/ 2)
n/ 2)




Pseudo-code algoritma penjumlahan (+), C=A+ B:

function Tanmbah(input A, B : Matriks, input n: integer) ® Matriks
{ Menberi kan hasi|l penjum ahkan dua buah matri ks, A dan B, yang
berukuran n x n.
Masukan: matri ks integer A dan B, ukuran matriks (n)
Kel uaran: matriks C = A + B

}
Dekl ar asi

i, ], k : integer
Al gorit ma:

for i=1to n do
for j=-1to n do
Cl,j - Alj + 5,]
endf or

endf or
return C




Kompleksitas waktu perkalian matriks seluruhnya adal ah:

| a ,nN=1
T(n)=| :
18T(n/2)+cn® ,n>1

yang bila diselesaikan, hasiinya adalah:
T(n) = O(n’)

Hasil ini tidak memberi perbaikan kompleksitas dibandingkan
dengan algoritma brute force.

Dapatkah kita membuat algoritma perkalian matriks yang lebih
baik?
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Algoritma Perkalian Matriks Strassen

Hitung matriks antara:
M1 = (Al2 - A22)(B21 + B22)
M2 = (A1l + A22)(B11 + B22)
M3 = (All-A21)(B11 + B12)
M4 = (A1l + A12)B22
M5 = A1l (B12 — B22)
M6 = A22 (B21 — B11)
M7 = (A21 + A22)B11

maka,
Cl1=M1+M2-M4+ M6
Cl2=M4 + M5
C21 =M6+ M7
C22=M2-M3+ M5-M7



Kompleksitas waktu algoritma perkalian matriks Strassen:

a n=1

|
T(n) =] :
1 7T(n/2)+cn” ,n>1

yang bila diselesaikan, hasiinya adalah

T(ﬂ) — O(n log 7) — O(n2.81)



6. Perkalian Dua Buah Bilangan
Bulat yang Besar

Persoalan: Misalkan bilangan bulat X dan Y
yang panjangnya n angka

X = X XoXg v X
Y =YiYoy3... Y,

Hitunglah hasil kali X dengan Y.

39



Contoh 4.8. Misalkan,

X =1234 (n=4)
Y=5678 (n=4)

Caraklask mengalikan X dan Y-

X" Y=1234
5678 °
0872
8368
7404
6170 +
7006652 (7 angka)




Pseudo-code agoritma perkalian matriks:

function Kalil(input X, Y : Longlnteger, n : integer) ® Longlnteger
{ Mengalikan X dan Y, masing-masing panjangnya n digit dengan algoritma
brute force.
Masukan: X dan Y yang panj angnya n angka
Kel uaran: hasil perkalian
}
Dekl ar asi
t enp, AngkaSat uan, AngkaPul uhan : integer

Al goritma:
for setiap angka y; dari y, VYni1, ... Y1 dO
AngkaPul uhan = 0
for setiap angka x; dari X, Xp.1, .. X; doO
temp - X; *y;
tenp - tenp + AngkaPul uhan
AngkaSatuan = tenp nod 10
AngkaPul uhan - tenp div 10
tul i skan AngkaSat uan
endf or
endf or
Z -~ Jum ahkan senua hasil| perkalian dari atas ke bawah
return Z

41

K ompleksitas algoritma: O(n?).



Penyelesaian dengan Algoritma Divide and Conquer

< n >

< n/2 >« N/2 —p

s=ndiv?2
a=Xdiv 10°
b=Xmod 10°
c =Ydiv 10°
d=Y mod 10°

X dan Y dapat dinyatakan dalam a, b, c, d, dan s sebagal

X=ax10° +b
Y=c>10°+d 42



Contoh,

X = 346769 = 346 x10° + 769
Y = 279431 = 279 x10° + 431

Perkalian X dengan Y dinyatakan sebagal
X xY = (ax10° + b) x(c x10° + d)

= ac x10% + ad x10° + bc x10° + bd
= ac x10% + (ad + bc) x10°+ bd



Pseudo-code perkalian X dan'Y:

function Kali2(input X, Y : Longlnteger, n : integer) ® Longlnteger
{ Mengalikan X dan Y, masing-masing panjangnya n digit dengan al goritma
D vi de and Conquer.

Masukan: X dan Y

Kel uaran: hasil perkalian X dan Y

}
Dekl ar asi
a, b, ¢, d: Longlnteger
S : integer
Al goritma:
if n=1then
return X * Y { perkalian biasa }
el se
S—n div 2 { bagi dua pada posisi s }
a- X div 10°
b- X nod 10°
c- Y div 10°
d- Y nod 10°
return Kali2(a, ¢, s)*10% + Kali2(b, c, s)*10 +
Kali2(a, d, s)*10° + Kali 2(b, d, s)
endi f
Kompleksitas waktu algoritma:

a n=1

|
T(n)=j
14T(n/2)+cn ,n>1



e Penyedlesaan:
T(n) = O(n?).

 Ternyata, perkalian dengan algoritma Divide
and Conquer seperti di atas belum
memperbaki kompleksitas waktu algoritma
perkalian secara brute force.

« Adakah algoritma perkalian yang lebih baik?



Perbaikan (A.A Karatsuba, 1962).
Misalkan

r=(a+b)(c+d)=ac+ (ad + bc) + bd
maka,

(ad+bc) =r—ac—bd =(a+ b)(c+d)—ac—-bd
Dengan demikian, perkalian X dan Y dimanipulasi menjadi

X XY = ac x10% + (ad + bc) x10° + bd

=ac90” +{ga+b)(c+d2- ac- bd} ®10° + bd

P q

r



function Kali3(input X, Y : Longlnteger, n : integer) ® Longlnteger

{ Mengalikan X dan Y, nmasing-nasing panjangnya n digit

Di vi de and Conquer.
Masukan: X dan Y
Kel uaran: hasil perkalian X dan Y

}
Dekl| ar asi

a, b, ¢, d: Longlnteger
S ! integer

Al gori t ma:
if n=1then
return X * Y { perkalian biasa }
el se

s-ndiv 2 { bagi dua pada posisi s }
an X div 10°

b- X nod 10°

c~ Y div 10°

d- Y nod 10°

p- Kali3(a, c, s)

g~ Kali3(b, d, s)

r-Kali3(a + b, ¢ +d, s)

return p*10% + (r — p — q)*10° + q

endi f

dengan al goritm
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Kompleksitas waktu algoritmanya:

T(n) = waktu perkalian integer yang berukuran n/2 +
waktu untuk perkalian dengan 10° dan 10% dan waktu
untuk penjumlahan

a n=1

|
T(n) =]
13T (n/2)+cn ,n>1

Bila relas rekurens diselesaikan, diperolen T(n) = O(N'®® 3) =
O(n*?), lebih baik daripada kompleksitas waktu dua agoritma
perkalian sebelumnya.



Masalah Lain
(yang dipecahkan dengan D & C)
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The Polynomial Multiplication Problem
another divide-and-conquer algorithm

Problem:
Given two polynomials of degree n

A(r) = ag+ayr+ - +anz"
B(r) = bg+bix+ -+ bpx",
compute the product A(z)B(x).

Example:
Ay = 14204 37°
B(z) = 3+2r42r°
A(R)B(zx) = 34 &r+ 15r° 4 10z7 + 627

Question: How can we efficiently calculate the coetf-
ficients of A{z)B{x)7
Assume that the coefficients a; and &; are stored in

arrays A[0...n] and B[0...7n].
Cost of any algorithm is number of scalar multiplica-

tions and additions performed.



Convolutions

Let A(z) = YTy agr and B(z) = Y b

=Ll
Set Ci(z) = Y1 oz = A(x)B(z).

Then
-
o = ) Gab
i=10
forall0<k<m4n

Definition: The vector (ag, &1, e s Spdfon)
15 the convalution of the vectors

Calzulating convolutions {and thus polynomial multi-
plication) 1s a major problem in digital signal process-

ing.

51



The Direct (Brute Force) Approach

Let A(r) =T pax® and B{z) = 2T g bart.

Set C(r) = V&, car* = A(x)B(x) with

i
=3 ol
1=

forall0 < k < 2n.

The direct approach is to compute all ¢ using the for-
mula above. The total number of multiplications and
additions needed are &{n<) and ©(n<) respectively
Hence the complexity is ©{n<).

Questions: Can we do better?
Can we apply the divide-and-conquer approach to de-
velop an algorithm®?

52



The Divide-and-Conquer Approach

The Divide Step: Define

Ag(r)
..41{.1:] -_ s'JLE_J —|—ﬂ~L%J+1I—|— menm —|—Eq1'.I-':rL_L%J.

ey _|_ 21T _|_ nan _|_ ﬂL%J—IIL%J_l-

Then A(z) = Aglz) + Ay (x)zt3!.

Similarly we define Bolx) and B1{zx) such that
B(z) = Bo(z)+ Ba(z)zl2.,
Then

A@)B(z) = Ao(z)Bo() + Ao(z)By(a)zl3! 4
Ax(@) Bo(wde B 4 Ay (z)B, ()23,

Remark: The original problem of size nn 1s divided into
4 prablems of input size %



Example:

Alx) = 24+5r4+37 4+~ -2
B(x) = 1<42p42r°4 3 461t
AlZIB(x) = 2Z49¢+4 17 + 23 + 34zt + 30
+197% 4 Fp" —G2®

Aoz} =245z, Alz)=34z-2°,

Al

= Ao(z) + A1 (z)a=

Bolz) =142r, Bi(r)=2+43x+4 &7,
B(z) = Ha(z) + Bhz)a”

Anlz) Balx)
A1) ()
Aol ) Br(x)
Ax ) Folx)
Ap(E)VF(x) 4 A () Fal(x)

24 9p 4 10

64 11z 4+ 197 + 3r° — 6z
4 4+ 16z + 27 + 3007

34+ T+ =227

T 4+ 23p 4+ 285" 4 2857

Aolz) Bolz) + Hulia!} a!ll + dillia!}lﬂn (e + Aq ) B ()t

=24 94 170" 42

Frt 4300 + 192" 4 32" - 627



The Divide-and-Conquer Approach

The Conquer Step: Solve the four subproblems. Le.,
computing

Aglx)Bolr). Aglx)By(r),
Ap(x)Bol(r), A(x)By(r)

by recursively calling the algorithm 4 timas.



The Divide-and-Conquer Approach |

The Combining Step: Adding the following four poly-
nomials

.-11';1 l[:.:l:':l E'gl:..l'jl
+Ag(x)Ba(x)al2
+43(z) By(ryal2!
+A3(x) By ()12,
takes ©({n) operations. Why?
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The First Divide-and-Conquer Algorithm

PolyMulti1 {.Alz), BGr))

{

Ag(x) = ag+ ay+ -+ +ayg)_7td
Aylx) = apg) + )47+t ana12);

Bo(r) = b+ byx 4=+ + + DL;E]_I-:LE"J_li
Bylx) = 'f’l,B.-J + bl&]-l-l'r foeon b L2,
U(r) = PolyMultil(Aqg(x), Bolz)):

Viz) = PolpMultil(Ag(x). B1(z));

Wiir) = PolypMultil(A1(x), Balr);
Z(ry = PolypMultii (A, (x), By (),

return (U(z) + [V(2) + W ()8! 4 2(z)a?2! )

Y4



Running Time of the Algorithm

Assumen s a power of 2, n = 2%, By substitution {expansion),

Tn)

4T|:§)+m

4 [aT (%) +cZ]| +en

BT () + 1+ Z)en

4 [41‘(%:] +e5| + (1 +2en
4=-r(—)+|:1+2+2'—')m

-1
i [:%:] 3ie E Xep (induction)

4o (—) + E 2igm,

= TY1) +-:'r|,l{ﬂ— 1)

reinoe m = 2 anc T\. e ol ] —— — 17
(sincem=2Fand » F=2M-1=n-1)
u-l:l'-l

(),

The same order as the brute force approach!



Comments on the Divide-and-Conquer Algorithm

Comments: The divide-and-conquer approach makes
no essential improveament over the brute force approach!

Question: Why does this happen.

Question: Can you improve this divide-and-conguer
algorithm?
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Problem: Given 4 numbers

.‘1|:|.= ."1'_.: -lrill:lu .Irj'_

how many multiplications are needed to calculate the
three valuas

AaBg, AgBy + Ay Bg, A1 7T

This can obviously be done using 4 multiplications but
thera is a way of doing this using only the following 3:

Y = (Ag+ A1)(Bg+ By
U = AnpBo
Z = A1By

[ and # are what we originally wanted and

Agy + A1 Bo=Y =U = 4,



Improving the Divide-and-Conguer Algornthm

Define

Yir) = (Ag(z) + Aa(rh) = (Bo(x) + Bylx))
Ulz) = Apla)Bglr)

Z(xr) = Ay(x)Bi(x)

Then

Y @) —U(r)—Z(x) = Ag(z) By (&) +A1(z)Bo(x).

Hence ACr)B(r) is equal to

Ulx) + [V () — U(z) — Z(x)]xl2! + ziz) x 218!

Conclusion: You need to call the multiplcation pro-

cedura 2. rather than 4 times.
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|The Second Divide-and-Conguer Algorithm

?h,rrmultiil[.*i{a}l: E(z))

Ao(z) = a0 + mz 4 -+ ayg_z'3
A(z) = a2, + B e ™ LA

Bolz) = b+ by 4=+ e-@__la-L:i-‘
e = bL:_ri 4 bl‘: taif et ol Lﬁ"i

Y () = Palpluli2] Ac(x) + Aalx), Balz) + F1(Z))
Uz = PolyMuls2( Ax(r). Bal(z));
Z(r) = Palp M2 Auie). F10x));

— (:Ul{aj + [V (z) = U (z) — Z(z)]zlB! E{ajﬂzlﬁjj :
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Running Time of the Modified Algorithm

Assume n = 2¢ Let iz denote logs o
By the substitution method,

Tin) = :3']"(%) -+ an

] S[ST%:I +¢'%]+-:'.ﬂ
= fT(%)+(1+E)-fn
P [37 (&) +c 2 +( -I-%)-m

fr (Z)+ (1+ 2+ E]E) -
#r(3)+ L[] o

We have
a3 — I::EI;_IE)# K3 — {2‘*]“3 — k13 o g 15

—0._ =M1l _o

"’“[ ] _ -1
32— 1 2%

Hence
Tin) = SnM3T(1) 4 2 2n¥F) = S(p'a3),



Comments

« [he divide-and-conquer approach dogsn't always
give you tha best solution.
Cur original D-A-C algorithm was just as bad as
brute force.

e There is actually an O{nlogn) solution to the
polynomial multiplication problem.
It involves using the Fast Fourner Transform algo-
rnthm as a subroutine.
The FFT is another classic D-A-C algorithm (Chapt
20 in CLRES gives details).

« [heidea of using 2 multiplications instead of 4 1s
used in large-integer multiplications.
A similar idea is the basis of the classic Strassen
matrix multiplication algorithm (CLES, Chapter 28).



Masalah Pengubinan

Masalah: Diberikan sebuah papan yang berukuran
2k x 2k, Tersedia sebuah ubin dan 2% - 1 buah ubin
yang terdiri dari kelompok 3-ubin berbentuk huruf

L. Pasanglah semua ubin pada papan tersebut.

Ubin tunggal Ubin berbentuk L (3-ubin)




AlgoritmaD & C.

e Bagl papan menjadi 4 bagian

o Tempatkan kelompok 3-ubin berbentuk L
pada bagian tengah yang tidak ada ubin
tingga

o Ubin tungga dapat ditaruh di mana sga.
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